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Abstract
We call a finite-dimensional complex Lie algebra g strongly
rigid if its universal enveloping algebra Ug is rigid as an as-
sociative algebra, i.e. every formal associative deformation
is equivalent to the trivial deformation. In quantum group
theory this phenomenon is well-known to be the case for all
complex semisimple Lie algebras. We show that a strongly
rigid Lie algebra has to be rigid as Lie algebra, and that in
addition its second scalar cohomology group has to vanish
(which excludes nilpotent Lie algebras of dimension greater
or equal than two). Moreover, using Kontsevitch’s theory
of deformation quantization we show that every polynomial
deformation of the linear Poisson structure on g∗ which in-
duces a nonzero cohomology class of g leads to a nontrivial
deformation of Ug. Hence every Poisson structure on a vec-
tor space which is zero at some point and whose linear part is
a strongly rigid Lie algebra is therefore formally linearizable
in the sense of A. Weinstein. Finally we provide examples
of rigid Lie algebras which are not strongly rigid, and give a
classification of all strongly rigid Lie algebras up to dimen-
sion 6.
Mots cle´s : alge`bre enveloppante, de´formation, quantification, rigidite´, cohomolo-
gie, structure de Poisson et line´arisation.
Keywords : enveloping algebra, deformation, quantification, rigidity, cohomology,
Poisson structure, linearization.
Classification AMS 2000 : 16S30, 16S80, 17Bxx
1
M.Bordemann@uha.fr
2
N.Makhlouf@uha.fr
3
T.Petit@uha.fr
Table des matie`res
1 Introduction 1
2 Ge´ne´ralite´s 3
3 Alge`bres de Lie fortement rigides 9
3.1 L’alge`bre de Lie de dimension un . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.2 Alge`bres de Lie semi-simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.3 Sommes directes de semi-simples et d’autres . . . . . . . . . . 10
3.4 Alge`bre de Lie non abe´lienne de dimension 2 . . . . . . . . . . 11
3.5 L’alge`bre gl(m,K)×Km . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
4 Proprie´te´s des alge`bres de Lie fortement rigides 14
4.1 Rigidite´ de l’alge`bre de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.2 Deuxie`me groupe de cohomologie scalaire . . . . . . . . . . . . 16
4.3 Quelques contre-exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
5 Quantification par de´formation 18
5.1 Star-produits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
5.2 La formule de Kontsevitch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
5.3 L’alge`bre enveloppante Ug a` la Kontsevitch . . . . . . . . . . 20
6 De´formations des alge`bres enveloppantes par quantification 22
6.1 Le the´ore`me . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
6.2 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
6.2.1 Alge`bre de Lie re´soluble t1 ⊕ n5,6 . . . . . . . . . . . . 24
6.2.2 Produit semi-direct de sl(2,C) par n3 . . . . . . . . . . 25
6.3 Classification des alge`bres fortement rigides de dimension infe´rieure
a` six . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
7 Line´arisation des structures de Poisson 26
1 Introduction
Dans la the´orie des groupes quantiques de Drinfel’d (voir [17] ou [30]),
on conside`re en particulier les alge`bres enveloppantes quantiques Uhg d’une
alge`bre de Lie (g, [ , ]) sur un corps K (ge´ne´ralement alge´briquement clos
et de caracte´ristique ze´ro). Ces alge`bres sont des de´formations formelles de
l’alge`bre enveloppante Ug de g en tant qu’alge`bre de Hopf. Dans la plupart
des exemples, introduits par Drinfel’D [16] et Jimbo [29], g est une alge`bre
de Lie semi-simple complexe de dimension finie. Dans ce cas, la de´formation
formelle de la structure associative de Ug, au sens de Gerstenhaber [21], dans
Uhg (ainsi que pour toute autre de´formation associative) est une de´formation
triviale, c.-a`-d. isomorphe a` Ug, (voir par exemple [30, p.430]). En revanche
la comultiplication cocommutative de Ug se de´forme en une comultiplication
non cocommutative dans Uhg. Ceci signifie que Ug est une alge`bre associative
rigide, mais non rigide comme alge`bre de Hopf. Voir [34] pour les alge`bres
associatives complexes rigides de dimension finie.
En outre, le the´ore`me de Poincare´-Birkhoff-Witt permet de regarder l’alge`bre
enveloppante Ug elle-meˆme comme une ‘de´formation’, en ge´ne´ral non com-
mutative, de l’alge`bre syme´trique Sg. Cette dernie`re alge`bre est isomorphe
a` l’alge`bre des fonctions polynoˆmiales sur l’espace dual g∗ de g et est mu-
nie d’une structure d’alge`bre de Poisson (provenant de la structure de Pois-
son line´aire P0 sur g
∗ induite par le crochet de Lie de g). La de´formation
Sg ❀ Ug a e´te´ pre´cise´e par Gutt [26] dans la the´orie de quantification
par de´formation de Bayen, Flato, Frønsdal, Lichnerowicz et Sternheimer [3].
Dans cette the´orie, on construit des de´formations associatives formelles, dites
star-produits ∗, de l’alge`bre C∞(M) de toutes les fonctions a` valeurs com-
plexes de classe C∞ sur une varie´te´ de Poisson. Kontsevitch a re´examine´
cette de´formation de Sg dans le cadre d’une formule universelle pour un
star-produit sur Rn muni d’une structure de Poisson arbitraire (voir [32]).
L’e´quivalence de la de´formation de Kontsevitch et celle de Gutt a` e´te´ de´montre´e
par Dito ([13]).
La classification des star-produits a` e´te´ donne´e par Kontsevitch en termes
de classes de diffe´omorphie formelles des structures de Poisson formelles : il
s’agit des de´formations formelles des structures de Poisson elles-meˆmes. En
ge´ome´trie diffe´rentielle, ces de´formations (C∞ ou formelles) ont e´te´ implicite-
ment e´tudie´es dans la the´orie de line´arisation des structures de Poisson de
Weinstein [42, pp. 537] : on y a surtout e´tudie´ le cas ou` la structure de Pois-
son s’annule en un point et est line´arisable dans le sens qu’elle est isomorphe
a` sa partie line´aire. En outre, une formule pour la de´formation formelle d’une
structure de Poisson de fac¸on que les feuilles symplectiques restent les meˆmes
a e´te´ e´tablie par Lecomte (voir [33, p.165]).
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Toutes ces conside´rations nous ont amene´s a` poursuivre deux objectifs
essentiels dans une partie de [37] et dans cet article :
D’une part, e´tudier les de´formations associatives formelles des alge`bres en-
veloppantes, principalement a` l’aide de la de´formation de la structure de
Poisson line´aire sur g∗ et de la formule universelle de Kontsevitch.
D’autre part, chercher et caracte´riser les alge`bres de Lie qu’on appelle forte-
ment rigides, c.-a`-d. dont l’alge`bre enveloppante Ug est rigide dans le sens
qu’elle n’admet que des de´formations triviales comme alge`bre associative.
On a obtenu les re´sultats principaux suivants :
1. A toute de´formation polynoˆmiale formelle non triviale de la struc-
ture de Poisson line´aire provenant d’une alge`bre de Lie complexe g
on peut associer une de´formation non triviale de son alge`bre envelop-
pante Ug, voir le the´ore`me 6.1. Pour le de´montrer, on construit d’abord
une de´formation formelle a` deux parame`tres de l’alge`bre syme´trique Sg
d’apre`s Kontsevitch et on montre sa convergence par rapport au pre-
mier parame`tre.
2. Nous avons montre´, inde´pendamment de la the´orie de Kontsevitch, les
deux cas particuliers importants du the´ore`me 6.1 suivants :
– Si l’alge`bre de Lie g n’est pas rigide, alors Ug n’est pas rigide non
plus, voir the´ore`me 4.1. Ceci justifie la notion ‘fortement rigide’ et
nous permet d’utiliser les re´sultats sur la rigidite´ des alge`bres de
Lie obtenus par R. Carles, Y. Diakite´, M. Goze et J.M. Ancochea-
Bermu´dez dans ([6],[4], [24], [1]).
– Si le deuxie`me groupe de cohomologie scalaire, H2CE(g,K), de
l’alge`bre de Lie g ne s’annule pas, alors Ug n’est pas rigide, voir
the´ore`me 4.2. Ce crite`re montre par exemple que les alge`bres de
Lie nilpotentes de dimension ≥ 2 ne sont pas fortement rigides.
3. En plus des exemples de´ja` connus comme la classe des alge`bres de Lie
semi-simples et l’alge`bre non abe´lienne r2 de dimension 2, on a e´tabli la
forte rigidite´ des alge`bres affines gl(m,K)×Km (voir le the´ore`me 3.3).
Une preuve plus ge´ome´trique a` e´te´ inde´pendamment obtenue par Du-
four et Zung [19] dans le cadre des structures de Poisson line´arisables.
Pour tous ces exemples, nous avons ve´rifie´ la nullite´ du deuxie`me groupe
de cohomologie H2CE(g,Sg) qui est toujours isomorphe au deuxie`me
groupe de cohomologie de Hochschild H2H(Ug,Ug) d’apre`s un the´ore`me
de H. Cartan et S. Eilenberg.
4. Notre principal the´ore`me 6.1 nous permet d’exclure quelques alge`bres
de Lie rigides de la liste des fortement rigides, par exemple les sommes
semi-directes t1 × n5,6 (alge`bre de Lie re´soluble) et sl(2,C) × n3 (ou`
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n3 est l’alge`bre de Heisenberg). Ainsi, on classifie les alge`bres de Lie
fortement rigides jusqu’en dimension 6 :
{0}, K, r2, sl(2,K), gl(2,K), sl(2,K)× r2,
sl(2,K)× sl(2,K), gl(2,K)×K2.
5. Du theore`me 6.1, on en de´duit e´galement que toute structure de Poisson
dont la partie line´aire correspond a` une alge`bre fortement rigide est
formellement line´arisable.
Dans cet article, on consacre le deuxie`me paragraphe aux rappels de
quelques ge´ne´ralite´s concernant les alge`bres enveloppantes, la the´orie des
de´formations, la cohomologie, la rigidite´ et les structures de Poisson. Dans le
paragraphe 3, on de´finit les alge`bres de Lie fortement rigides, et on trouve les
exemples mentionne´s ci-dessus par un calcul cohomologique. Le paragraphe
4 est consacre´ aux proprie´te´s des alge`bres de Lie fortement rigides, notam-
ment a` la de´monstration du the´ore`me 4.1 et 4.2 mentionne´s ci-dessus. Dans
le paragraphe 5, on rappelle la the´orie de la quantification par de´formation
et la formule universelle de Kontsevitsch pour une de´formation de C∞(M)
pour toute varie´te´ de PoissonM . Apre`s avoir rappele´ la construction de Gutt
et de Dito, on de´montre notre the´ore`me principal 6.1 mentionne´ ci-dessus.
Dans le paragraphe 6, on donne la classification des alge`bres de Lie forte-
ment rigides de dimension infe´rieure ou e´gale a` six. On en deduit e´galement
quelques remarques a propos du proble`me de line´arisation des structures de
Poisson en paragraphe 7.
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2 Ge´ne´ralite´s
1. Soient K un anneau commutatif unitaire et g une alge`bre de Lie sur K.
Rappelons qu’une g-repre´sentation (a` gauche) de g est un K-module
M et un K-homomorphisme
g⊗K M 7→M : x⊗ a 7→ xa (2.1)
tel que x(ya)−y(xa) = [x, y]a. A toute alge`bre de Lie g, on associe une
K-alge`bre associative Ug telle que toute g-repre´sentation (a` gauche)
peut eˆtre vue comme une Ug-repre´sentation (a` gauche) et vice-versa.
L’alge`bre Ug est construite de la manie`re suivante :
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Soit Tg l’alge`bre tensorielle du K-module g , Tg = T 0 ⊕ T 1 ⊕ · · · ⊕
T n⊕· · · ou` T n = g⊗K g⊗K · · ·⊗K g (n fois), en particulier T
0 = K 1 et
T 1 = g. Le produit dans Tg e´tant la multiplication tensorielle. Toute
application K-line´aire g ⊗K M → M admet une extension unique
en un morphisme de K-alge`bres Tg → HomK(M,M). Pour que la
restriction de ce morphisme a` g de´finisse une g-repre´sentation sur M,
il est ne´cessaire et suffisant que les e´le´ments de Tg de la forme x⊗y−y⊗
x− [x, y] ou` x, y ∈ g annulent M. Par conse´quent, on introduit l’ide´al
bilate`re I engendre´ par les e´le´ments x⊗ y − y ⊗ x− [x, y] ou` x, y ∈ g,
et on de´finit l’alge`bre enveloppante de g comme le quotient Tg/I. On
identifie ainsi les g-repre´sentations et les Ug-modules. Rappelons que
tout Ug-bimodule M est un g-module par (x,m) → xm − mx, note´
Ma.
Supposons que l’alge`bre de Lie g soit un K-module libre, soit {xi} une
base fixe´e de g. Soit yi l’image de xi par le K-homomorphisme g→ Ug.
On pose yI = yi1 · · · yip avec I une suite finie d’indices 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ ip
et yI = 1 si I = ∅. D’apre`s le the´ore`me de Poincare´-Birkhoff-Witt,
l’alge`bre enveloppante Ug est engendre´e par les e´le´ments yI correspon-
dant a` des suites croissantes I (voir par exemple [7, pp. 271]).
Soit K = K un corps. On de´signe par SV l’alge`bre syme´trique sur le
K-module V . Si Q ∈ K, il existe une bijection canonique ω : Sg → Ug
donne´e par
ω(x1 · · ·xn) :=
1
n!
∑
σ∈Sn
xσ(1) · · ·xσ(n) (2.2)
(ou` x1, · · · , xn ∈ g et Sn est le groupe des permutations de {1, . . . , n})
qui est un isomorphisme de g-modules entre Sga et Uga (voir par ex-
emple [15, pp.78-79]).
2. Les premiers travaux sur les de´formations des alge`bres remontent aux
anne´es 60. L’article de M. Gerstenhaber [21] fournit l’outil de ces de´-
formations sur la base des se´ries formelles qu’on rappelle ci-dessous.
De´sormais K de´signe un corps alge´briquement clos de caracte´ristique
nulle. Soit K[[t]] l’anneau des se´ries formelles a` coefficients dans K.
Pour chaque K-espace vectoriel E on note E[[t]] le K[[t]]-module de
toutes les se´ries formelles a` coefficients dans E. Soit (A, µ0) une K-
alge`bre associative (resp. de Lie). Alors (A[[t]], µ0) est une K[[t]]-alge`bre
associative (resp. de Lie).
De´finition 2.1 (a) On appelle de´formation associative (resp. d’une
alge`bre de Lie) formelle de A une K[[t]]-alge`bre associative (resp.
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de Lie) (A[[t]], µt) avec
µt = µ0 + tµ1 + t
2µ2 + · · ·+ t
nµn + · · · ,
ou` µn ∈ HomK(A⊗K A,A). (resp. µn ∈ HomK(A ∧K A,A).
(b) Deux de´formations (A[[t]], µt) et (A[[t]], µ
′
t) sont dites e´quivalentes
s’il existe un isomorphisme formel
ϕt = ϕ0 + ϕ1t+ · · ·+ ϕnt
n + · · · ,
avec ϕ0 = IdA (l’application identite´ de A) et ϕn ∈ HomK(A,A)
tel que
µ′t(a, b) = ϕ
−1
t (µt(ϕt(a), ϕt(b)) ∀a, b ∈ A.
(c) Une de´formation de A est dite triviale si elle est e´quivalente a`
(A[[t]], µ0).
(d) Une alge`bre associative (resp. de Lie) A est dite rigide si toute
de´formation de A est triviale.
3. La the´orie des de´formations est intimement lie´e a` la cohomologie de
Hochschild dans le cas des alge`bres associatives et a` la cohomologie
de Chevalley-Eilenberg dans le cas des alge`bres de Lie. On de´signe
par HnH(A,M) le n-ie`me groupe de cohomologie de Hochschild d’une
alge`bre associative A a` valeurs dans un bimoduleM et parHnCE(g,M)
le n-ie`me groupe de cohomologie de Chevalley-Eilenberg d’une alge`bre
de Lie A a` valeurs dans un g-moduleM. Le deuxie`me groupe de coho-
mologie de Hochschild d’une alge`bre associative (resp. cohomologie de
Chevalley-Eilenberg d’une alge`bre de Lie) a` valeurs dans l’alge`bre cor-
respond a` l’espace des de´formations infinite´simales. Pour notre e´tude,
le fait suivant sera tre`s important (voir [21], [22] et [36]) :
Proposition 2.1 Soit A (resp. g) une alge`bre associative (resp. une
alge`bre de Lie).
(a) Si le deuxie`me groupe de cohomologie de Hochschild, H2H(A,A),
(resp. de Chevalley-Eilenberg,H2CE(g, g),) s’annule, alors l’alge`bre
A (resp. g) est rigide.
(b) D’un autre cote´, si µ0+ tµ1+ . . . est une de´formation de A (resp.
de g) et si A (resp. g) est rigide, alors le 2-cocycle µ1 est toujours
un 2-cobord de la cohomologie de Hochschild (resp. de Chevalley-
Eilenberg).
(voir [30, p.430] pour une de´monstration). La re´ciproque de l’assertion
(a) est fausse, il existe des exemples d’alge`bres de Lie rigides dont le
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deuxie`me groupe de cohomologie est non nul (voir [40]. Le proble`me est
encore ouvert en caracte´ristique 0 pour les alge`bres associatives (voir
[23] pour un exemple en caracte´ristique p)
Le troisie`me groupe de cohomologie quand a` lui correspond a` l’espace
des obstructions pour l’extension d’ordre n a` une de´formation d’ordre
n + 1 ([21], [22] et [36]).
4. Le the´ore`me classique suivant duˆ a` H. Cartan et S. Eilenberg ([7,
pp.277]) fait le lien entre la cohomologie de Hochschild de l’alge`bre en-
veloppante a` valeurs dans un Ug-bimoduleM (en particulierM = Ug)
et la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de l’alge`bre de Lie a` valeurs
dans le meˆme module.
The´ore`me 2.1 Soit g une alge`bre de Lie de dimension finie sur K.
Alors
HnH(Ug,M) ≃ H
n
CE(g,Ma) ∀n ∈ N
En particulier, si Q ⊂ K on a pour tout n ∈ N
HnH(Ug,Ug) ≃ H
n
CE(g,Uga) ≃ H
n
CE(g,Sga) ≃
∞⊕
k=0
HnCE(g,S
kga)
5. Le the´ore`me de Hochschild et Serre ([28]) suivant fournit une factori-
sation des groupes de cohomologie de Chevalley-Eilenberg :
The´ore`me 2.2 Soient g une alge`bre de Lie de dimension finie, M un
g-module de dimension finie sur K, n un ide´al de g et b une sous-alge`bre
supple´mentaire de n, re´ductive dans g, telle que le b-module induit sur
M soit semi-simple, alors pour tout entier positif p on a
HpCE(g,M) ≃
∑
i+j=p
HiCE(b,K)⊗H
j
CE(n,M)
b.
ou` HjCE(n,M)
b de´signe le sous-espace de tous les e´le´ments invariants
par b.
6. Une alge`bre de Poisson est une alge`bre associative commutative A sur
K munie d’une application biline´aire { , } : A×A → A ve´rifiant pour
tout f, g, h ∈ A
{f, g} = −{g, f} (2.3)
0 = {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}}
(identite´ de Jacobi) (2.4)
{h, fg} = {h, f}g + f{h, g}
(identite´ de Leibniz) (2.5)
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On note par (A, ·, { , }) une telle alge`bre. Une varie´te´M est dite varie´te´
de Poisson si l’alge`bre des fonctions C∞ (M) est munie d’une structure
de Poisson.
7. Soit M une varie´te´ de Poisson. Pour tout f ∈ C∞ (M), l’application
line´aire {f, } : C∞ (M) → C∞ (M) de´finit une de´rivation. Soit Xf le
champ de vecteurs associe´ a` f , le crochet de Poisson s’e´crit alors
{f, g} = Xfg = −Xgf = dg(Xf) = −df(Xg)
Il s’ensuit que le crochet de Poisson est de´termine´ par une application
biline´aire antisyme´trique sur le fibre´ cotangent T ∗M de M , c’est a` dire
un champ de tenseurs antisyme´triques P ∈ Γ∞(M,Λ2TM) (avec TM
le fibre´ tangent de M) tel que
{f, g} = P (df, dg) =
∑
i,j
P ij∂if∂jg (2.6)
avec ∂i (1 ≤ i ≤ n) la de´rivation
∂
∂xi
ou` (x1, . . . , xn) sont des coor-
donne´es locales sur M et P ij sont des fonctions locales C∞ de´finies
par P ij := {xi, xj}. Le champ de tenseurs P est appele´ bivecteur de
Poisson.
Toute structure de Poisson sur M est e´quivalente a` la donne´e d’un
bivecteur P ∈ Γ∞(M,Λ2TM) ve´rifiant, dans toute carte,
n∑
h=1
(
P ih∂hP
jk + P jh∂hP
ki + P kh∂hP
ij
)
= 0. (2.7)
8. Soient M une varie´te´ diffe´rentiable, T iM := Γ∞(M,ΛiTM) l’espace
des champs de tenseurs antisyme´triques de degre´ i ∈ N, T 0M :=
C∞(M) et TM = (⊕n≥0T
iM,∧) l’alge`bre des multivecteurs sur M .
Pour tout X, Y1, · · · , Yp ∈ T
1M l’ope´rateur de´rive´e de Lie associe´ est
de´fini par
[X, Y1 ∧ · · · ∧ Yp] =
p∑
i=1
Y1 ∧ · · · ∧ [X, Yi] ∧ · · · ∧ Yp (2.8)
On de´finit pour X1, · · · , Xp ∈ T
1M et Q ∈ TM une extension de la
de´rive´e de Lie, appele´e crochet de Schouten, de´finie par :
[X1 ∧ · · · ∧Xp, Q]s =
p∑
i=1
(−1)i+1X1 ∧ · · · ∧ X̂i ∧ · · ·Xp ∧ [Xi, Q] (2.9)
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avec X̂i signifiant que Xi est omis.
Le crochet de Schouten [ , ]s : T
pM × T qM → T p+q−1M ve´rifie les
proprie´te´s suivantes :
[P,Q]s = −(−1)
(p−1)(q−1)[Q,P ]s (2.10)
[P,Q ∧ R]s = [P,Q]s ∧ R + (−1)
pq+qQ ∧ [P,R]s (2.11)
0 = (−1)(p−1)(r−1)[P, [Q,R]s]s + (−1)
(q−1)(p−1)[Q, [R,P ]s]s
+(−1)(r−1)(q−1)[R, [P,Q]s]s (2.12)
L’alge`bre des multivecteurs TM munie du crochet de Schouten est
une super-alge`bre de Lie. En particulier, on a les formules suivantes en
coordonne´es locales :
(a) Soient P = 1
2
∑
i,j P
ij∂i ∧ ∂j (∈ T
2M) et Q = 1
2
∑
i,j Q
ij∂i ∧ ∂j
(∈ T 2M). Il vient :
[P,Q]s =
∑
i,j,k,h
(
P ih∂hQ
jk + P kh∂hQ
ij + P jh∂hQ
ki
+Qih∂hP
jk +Qkh∂hP
ij +Qjh∂hP
ki
)
∂i ∧ ∂j ∧ ∂k
(2.13)
(b) Soient P = 1
2
∑
i,j P
ij∂i ∧ ∂j (∈ T
2M) un champ de bivecteurs et
A =
∑
iA
i∂i (∈ T
1M) un champ de vecteurs. Il vient :
[P,A]s =
∑
i,j,k
(
P ik∂kA
j + P kj∂kA
i − P ij∂kA
k
)
∂i ∧ ∂j (2.14)
Un bivecteur P ∈ T 2M de´finit une structure de Poisson si et seulement
si le crochet de Schouten [P, P ]s = 0. Il s’ensuit que l’ope´rateur δP :=
[P, ]s est de carre´ nul et de´termine la structure d’un complexe sur TM
dont la cohomologie est appele´e cohomologie de Poisson.
Soit Pt :=
∑∞
a=0 t
aPa une se´rie formelle de champs de bivecteurs, c.-
a`-d. Pa ∈ T
2M quel que soit a ∈ N. Pt est dite structure de Poisson
formelle sur M lorsque [Pt, Pt]s = 0 ce qui est e´quivalent a`∑
b,c≥0
b+c=a
[Pb, Pc]s = 0 ∀a ∈ N (2.15)
En particulier, [P0, P0]s = 0, alors P0 est une structure de Poisson sur
M . La se´rie Pt est dite de´formation formelle de la structure de Poisson
P0. Pour a = 1, l’e´quation (2.15) donne 0 = [P0, P1]s, donc le champ
de bivecteurs P1 est toujours un cocycle de la cohomologie de Poisson.
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9. Soit (g, [ , ]) une alge`bre de Lie de dimension finie n sur un corps K et
g∗ son dual alge´brique. L’alge`bre syme´trique Sg s’identifie de manie`re
naturelle a` l’alge`bre des fonctions polynoˆmiales sur g∗. La structure de
g permet de de´finir un crochet de Poisson line´aire sur g∗ :
{f, g}(x) := x([df(x), dg(x)])
avec f, g ∈ Sg et x ∈ g∗. Soient (ei)i=1,...,n une base de g, (e
i)i=1,...,n
sa base duale et x =
∑n
i=1 xie
i ∈ g∗, {f, g} = P0(df, dg) avec P0 le
bivecteur de´fini par
P0 =
1
2
∑
i,j
P ij0 ∂i ∧ ∂j ou` P
ij
0 (x) =
∑
k
Ckijxk (2.16)
avec Ckij les constantes de structure de g.
Il s’ensuit que (Sg, ·, { , }) est une alge`bre de Poisson.
10. Toute cochaˆıne de Chevalley-Eilenberg dansHomK(Λ
kg,Sg) s’identifie
de fac¸on naturelle a` un champ de multivecteurs dans T k(g∗). Les deux
formules suivantes qui se de´duisent par un calcul direct caracte´risent
la liaison entre l’ope´rateur cobord δCE de la cohomologie de Chevalley-
Eilenberg et celui de la structure de Poisson line´aire.
Lemme 2.1 Soit φ ∈ HomK(Λ
kg,Sg) ∼= Λkg∗ ⊗ Sg ⊂ T k(g∗) et soit
i(ei) : Λ
•g→ Λ•−1g le produit inte´rieur.
δCEφ(x) =
∑
i,j,k
Cjikxje
i ∧
∂
∂xk
φ(x)−
1
2
∑
i,k,l
C ikle
k ∧ el ∧ i(ei)(φ(x))
(2.17)
δCEφ = [P0, φ]s (2.18)
3 Alge`bres de Lie fortement rigides
Dans ce paragraphe on introduit la notion de forte rigidite´ avec quelques
exemples.
De´finition 3.1 Une alge`bre de Lie g est dite fortement rigide si son alge`bre
enveloppante Ug est rigide comme alge`bre associative.
Une alge`bre de Lie g est dite infinite´simalement fortement rigide si le deuxie`me
groupe de cohomologie H2CE(g,Sg) s’annule.
La proposition suivante est une conse´quence imme´diate de la proposition 2.1
et du the´ore`me de Cartan-Eilenberg (2.1) :
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Proposition 3.1 Soit g une alge`bre de Lie de dimension finie. Si g est in-
finite´simalement fortement rigide, alors elle est fortement rigide.
Tous les exemples qui suivent correspondent a` des alge`bre de Lie infinite´si-
malement fortement rigides. On calcule le deuxie`me groupe de cohomologie
H2CE(g,Sg) a` l’aide du the´ore`me de Hochschild-Serre (2.2) applique´ a` tous
les groupes H2CE(g,S
kg).
3.1 L’alge`bre de Lie de dimension un
Evidemment, H2CE(K,S
kK) = {0}, alors
Proposition 3.2 L’alge`bre de Lie de dimension 1 est infinite´simalement
fortement rigide.
3.2 Alge`bres de Lie semi-simples
D’apre`s les lemmes de Whitehead, le premier et le deuxie`me groupe de
cohomologie d’une alge`bre de Lie semi-simple g a` valeurs dans tout K-module
de dimension finie sont triviaux. Par conse´quent, H2CE(g,S
kg) = {0}, ∀k ∈ N.
Ceci assure, pour le cas particulier k = 1, la rigidite´ de l’alge`bre de Lie.
D’apre`s ce qui pre´ce`de on a le the´ore`me classique (voir [30, p. 426]) :
The´ore`me 3.1 Toute alge`bre de Lie semisimple de dimension finie est in-
finite´simalement fortement rigide.
3.3 Sommes directes de semi-simples et d’autres
The´ore`me 3.2 Soit f une alge`bre de Lie de dimension finie qui est in-
finite´simalement fortement rigide et s une alge`bre de Lie semi-simple de di-
mension finie.
Alors la somme directe g := f⊕ s est infinite´simalement fortement rigide.
De´monstration: D’apre`s le the´ore`me de Hochschild-Serre (2.2) et les lemmes de
Whitehead on a
H2CE(g,Sg)
∼= H2CE(f,Sga)
s ∼= H2CE(f,Sf⊗ Ss)
s ∼= H2CE(f,Sfa)⊗ (Ss)
s ∼= {0}
et g est infinite´simalement fortement rigide. ✷
En particulier :
Corollaire 3.1 La somme directe d’une alge`bre de Lie semi-simple s de di-
mension finie et de l’alge`bre de Lie de dimension 1 est infinite´simalement
fortement rigide.
Par exemple, l’alge`bre de Lie gl(m,K) est infinite´simalement fortement rigide
quel que soit m ∈ N.
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3.4 Alge`bre de Lie non abe´lienne de dimension 2
On de´signe par r2 l’alge`bre de Lie re´soluble engendre´e par X, Y tel que
[X, Y ] = Y.
Celle-ci est l’alge`bre de Lie du groupe affine de la droite.
Proposition 3.3 L’alge`bre de Lie r2 est infinite´simalement fortement rigide.
De´monstration: Posons, r2 = t⊕ n ou` t := KX est une sous-alge`bre re´ductive et
n := KY est le nilradical de r2. Puisque t et n sont de dimension 1, il vient que
H2CE(n,Sr2) = {0}, H
2
CE(t,K) = {0}, H
1
CE(t,K) = K,
et le the´ore`me de Hochschild-Serre entraˆıne que
H2CE(r2,Sr2) ≃ H
1
CE(n,Sr2)
t. (3.1)
Il est clair que l’espace des 1-cocycles Z1CE(n,Sr2) est e´gal a` C
1
CE(n,Sr2), l’espace
des 1-cochaˆınes. Soit F une telle 1-cochaˆıne et soit f := F (Y ) ∈ Sr2. F est t-
invariante si 0 = X.
(
F (Y )
)
− F ([X,Y ]) = X.f − f . Il existe un unique polynoˆme
φ ∈ K[X,Y ] tel que f = φ(X,Y ). Puisque X.f = Y ∂φ(X,Y )
∂Y
, l’invariance de F
entraˆıne que φ(X,Y ) = χ(X)Y pour un polynoˆme χ ∈ K[X].
D’un autre cote´, soit G = ψ(X,Y ) ∈ Sr2 = C
0
CE(n,Sr2) ou` ψ ∈ K[X,Y ].
G est invariant par t si et seulement si 0 = X.G = Y ∂ψ(X,Y )
∂Y
, c’est a` dire, si et
seulement si ψ(X,Y ) = η(X) pour un polynoˆme η ∈ K[X]. Alors (δCEG)(Y ) =
Y.G = −Y ∂η(X)
∂X
.
Il est e´vident que pour chaque polynoˆme χ ∈ K[X], il existe une primitive
η ∈ K[X] telle que −∂η(X)
∂X
= χ(X). Il s’ensuit que le groupe de cohomologie
H1CE(n,Sr2)
t s’annule, donc r2 est infinite´simalement fortement rigide. ✷
A l’aide du the´ore`me 3.2 on obtient :
Corollaire 3.2 La somme directe de r2 et d’une alge`bre de Lie semisimple
de dimension finie s est infinite´simalement fortement rigide.
3.5 L’alge`bre gl(m,K)×Km
Soit m un entier strictement positif, a l’alge`bre de Lie gl(m,K), n l’espace
vectoriel Km et g la somme semi-directe a ⊕ n (ou` le crochet est de´fini par
[φ+ v, φ′+ v′] := [φ, φ′] + φv′− φ′v). On a le the´ore`me suivant qui ge´ne´ralise
l’exemple pre´ce´dent r2 = gl(1,K)×K
1) :
The´ore`me 3.3 Avec les de´finitions mentionne´es ci-dessus on a
H0CE(n,Sg)
a ∼= K et HkCE(n,Sg)
a ∼= {0} ∀k ∈ N, k ≥ 1.
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Il s’ensuit que
HkCE(g,Sg)
∼= HkCE(a,K).
En particulier, H2CE(g,Sg)
∼= {0}, donc g est infinite´simalement fortement
rigide.
De´monstration: Puisque a est une sous-alge`bre re´ductive dans g, le the´ore`me de
Hochschild-Serre 2.2 s’applique et donne la de´composition
HkCE(g,Sg)
∼=
k⊕
r=0
Hk−rCE (a,K)⊗K H
r
CE(n,Sg)
a.
Pour calculer les groupes de cohomologie HrCE(n,Sg)
a il faut conside´rer les es-
paces des r-cochaˆınes a-invariantes, HomK(Λ
rn,Sg)a. Evidemment, Sg ∼= Sa ⊗K
Sn, et on a HomK(Λ
rn,S lg) =
⊕l
i=0HomK(Λ
rn,Sia ⊗K S
l−in). Puisque a =
HomK(n, n), alors S
ia ⊂HomK(n, n)
⊗i = HomK(n
⊗i, n⊗i), donc
HomK(Λ
rn,Sia⊗K S
l−in)a ⊂ HomK(n
⊗(i+r), n⊗(i+l−i))a.
Soit f ∈ HomK(n
⊗(i+r), n⊗l)a ∼=
(
n⊗l⊗K n
∗⊗(i+r)
)a
. En particulier, f est invariant
par l’application identite´ 1 ∈ a. Puisque 1.g = lg pour tout g ∈ n⊗l et 1.h =
−(r+ i)h pour tout h ∈ n∗⊗(r+i), alors f ne peut eˆtre non nul que si r+ i = l, donc
HomK(Λ
rn,S lg)a = HomK(Λ
rn,S l−ra⊗Srn)a. Puisque l’alge`bre commutative Sg
s’identifie de fac¸on naturelle a` l’alge`bre des polynoˆmes sur l’espace dual a∗ × n∗,
alors l’application line´aire Φlr suivante est une surjection a-e´quivariante :
Φlr : HomK(n
⊗l, n⊗l) → HomK(Λ
rn,S l−ra⊗ Srn) :
ψ1 ⊗ · · · ⊗ ψl 7→
(
(φ, α) 7→
(
v1 ∧ · · · ∧ vr 7→ trace(ψ1φ) · · · trace(ψl−rφ)
〈(αψl−r+1) ∧ · · · ∧ (αψl), v1 ⊗ · · · ⊗ vr〉
))
ou` on a utilise´ a∗ ∼= a, et φ,ψ1, . . . , ψl ∈ a, α ∈ n
∗ et v1, . . . , vr ∈ n. Graˆce a`
l’e´quivariance de Φlr il vient que l’espace Φ
l
r
(
HomK(n
⊗l, n⊗l)a
)
est e´gal a` l’espace
HomK(Λ
rn,S l−ra⊗ Srn)a.
L’espace des a-invariants,HomK(n
⊗l, n⊗l)a est de´termine´ par le the´ore`me classique
de H. Weyl (voir par exemple [12, p.29] pour le cas d’un corps alge´briquement
clos ou [31, p.214] pour le cas d’un corps ordonne´ suivant un raisonnement de
G.B.Gurevich, 1948) : soit Sl le groupe syme´trique d’ordre l, et pour une permu-
tation σ ∈ Sl soit σˆ l’e´le´ment de HomK(n
⊗l, n⊗l) de´fini par
σˆ(w1 ⊗ · · · ⊗ wl) := wσ(1) ⊗ · · · ⊗ wσ(l).
Alors d’apre`s le the´ore`me de H. Weyl
HomK(n
⊗l, n⊗l)a = {
∑
σ∈Sl
aσσˆ | aσ ∈ K}.
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Soit e1, . . . , em une base de n et e
1, . . . , em la base duale. Alors les e´le´ments Eij ∈ a
de´finis par Eij(ek) := δ
i
kej forment une base de a. Soit σ ∈ Sl, alors on voit sans
peine que σˆ =
∑m
i1,...,il=1
Ei1iσ(1) ⊗ · · · ⊗ E
il
iσ(l)
, alors pour φ =
∑m
i,j=1 φ
i
jE
j
i ∈ a et
α =
∑m
i=1 αie
i ∈ n∗ on a
Φlr(σˆ)(φ, α) =
m∑
i1,...,il=1
trace(φEi1iσ(1)) · · · trace(φE
il−r
iσ(l−r)
)
(αE
il−r+1
iσ(l−r+1)
) ∧ · · · ∧ (αEiliσ(l))
=
m∑
i1,...,il=1
φi1iσ(1) · · ·φ
il−r
iσ(l−r)
αiσ(l−r+1) · · ·αiσ(l)e
il−r+1 ∧ · · · ∧ eil
Quand on regarde la de´composition en cycles de σ, alors on trouve des entiers
positifs 1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ap et 1 ≤ b1 ≤ · · · ≤ br tels que l = a1+· · ·+ap+b1+· · ·+br
et
Φlr(σˆ)(φ, α) = ǫ trace(φ
a1) · · · trace(φap)(αφb1−1) ∧ · · · ∧ (αφbr−1) (3.2)
ou` ǫ ∈ {−1, 1}. Il est bien connu que les polynoˆmes Casimir ξ1, . . . , ξm ∈ Sa
de´finis par ξa : φ 7→ trace(φa) engendrent librement l’anneau commutatif des
invariants (Sa)a, voir par exemple [8] : c.-a`-d. (Sa)a est isomorphe a` l’anneau
des polynoˆmes en m variables K[ξ1, . . . , ξm]. Remarquons que ξa est de la forme
ξa = Φlr
(∑m
i1,...,ia=1
Ei1i2 ⊗ · · · ⊗ E
ia−1
ia
⊗ Eiai1
)
.
Calculons δξa ou` δ de´signe l’ope´rateur cobord de Chevalley-Eilenberg pour les
cochaˆınes de n : on a
(δξa)(v)(φ, α) = −(v.ξa)(φ, α) = −
a∑
s=1
trace(φEi1i2 ) · · · 〈α,E
is
is+1
v〉 · · · trace(φEiai1 )
= −
a∑
s=1
φi1i2 · · · φ
is−1
is
〈α,Eisis+1v〉φ
is+1
is+2
· · ·φiai1 = −a〈α, φ
a−1v〉
Puisque δ pre´serve les cochaˆınes a-invariantes, alors δξa ∈ HomK(Λ
1n,Sag)a.
D’apre`s l’e´quation (3.2) il s’ensuit que tout e´le´ment de F ∈ HomK(Λ
rn,S lg)a
est de la forme
F =
m∑
a1,...,ar=1
Fa1···ar (ξ
1, . . . , ξm)δξa1 ∧ · · · ∧ δξar (3.3)
ou` F a1···ar(ξ1, . . . , ξm) ∈ K[ξ1, . . . , ξm]. D’un autre cote´, il est clair que tout e´le´ment
de la forme (3.3) est une cochaˆıne a-invariante de HomK(Λ
rn,S lg). Les δξa (1 ≤
a ≤ m) sont inde´pendants sur l’anneau K[ξ1, . . . , ξm] car une e´quation g1δξ
1+· · ·+
gmδξ
m = 0 avec g1, . . . , gm ∈ K[ξ
1, . . . , ξm], e´value´e sur (φ, α, v) ∈ a× n∗ × n, im-
pliquerait g1[φ] 1+ · · ·+gm[φ] φ
m−1 = 0 (ou` ga[φ] := ga
(
trace(φ), . . . , trace(φm)
)
),
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donc ga[φ] = 0 pour la partie dense (au sens de Zariski) de a de tous les φ ∈ a ayant
des valeurs propres deux-a`-deux diffe´rentes, alors ga = 0 quel que soit 1 ≤ a ≤ m.
Puisque
δF =
m∑
a1,...,ar=1
δ
(
Fa1···ar (ξ
1, . . . , ξm)
)
∧ δξa1 ∧ · · · ∧ δξar
=
m∑
a1,...,ar,ar+1=1
∂Fa1···ar
∂ξar+1
(ξ1, . . . , ξm)δξar+1 ∧ δξa1 ∧ · · · ∧ δξar
on voit sans peine que le cocomplexe
(
HomK(Λn,Sg)
a, δ) est isomorphe au cocom-
plexe de Koszul
(
K[ξ1, . . . , ξm] ⊗ Λn∗, δK
)
qui est acyclique (lemme de Poincare´
alge´brique), voir par exemple [20, p. 141]. Alors la cohomologie HCE(n,Sg)
a est
isomorphe a` K, ce qui montre le premier e´nonce´ du the´ore`me.
D’apre`s le the´ore`me de Hochschild-Serre 2.2, applique´ a` la sous-alge`bre simple
s := sl(m,K) de a on a H2CE(a,K)
∼= H2CE(s,K) ⊕ H
1
CE(s,K) = {0} graˆce aux
lemmes de Whitehead. ✷
Corollaire 3.3 La somme directe d’une alge`bre de Lie semi-simple s de di-
mension finie et de l’alge`bre de Lie gl(m,K) × Km est infinite´simalement
fortement rigide.
4 Proprie´te´s des alge`bres de Lie fortement
rigides
4.1 Rigidite´ de l’alge`bre de Lie
The´ore`me 4.1 Si g est une alge`bre de Lie, de dimension finie sur K, forte-
ment rigide, alors elle est rigide en tant qu’alge`bre de Lie.
De´monstration: On suppose que l’alge`bre enveloppante Ug de g soit rigide,
mais l’alge`bre de Lie g ne soit pas rigide : alors il existerait une de´formation
formelle non triviale (g[[t]], µt) de g avec µt =
∑∞
n=0 µnt
n telle que la classe
de µ1 soit non nulle dans H
2
CE(g, g). Puisque g est de dimension finie, alors
le K[[t]]-module g[[t]] est isomorphe au module libre g ⊗K K[[t]]. Soit e1, . . . , en
une base de g, y1, . . . , yn les images des vecteurs de base dans Ug et y
′
1, . . . , y
′
n
les images des vecteurs de base dans U
(
g[[t]]
)
. On note • la multiplication dans
U
(
g[[t]]
)
. Pour toute suite finie croissante I = (i1, . . . , ik) d’indices dans {1, . . . , n}
posons yI := yi1 · · · yik dans Ug et y
′
I := y
′
i1
• · · · • y′ik dans U
(
g[[t]]
)
. D’apre`s le
the´ore`me de Poincare´-Birkhoff-Witt (qui s’applique a` la situation ou` l’alge`bre de
Lie est un module libre sur un anneau commutatif, (voir [7, p.271])) les yI for-
ment une base de Ug sur K et les y′I forment une base de U
(
g[[t]]
)
sur K[[t]]. On
14
voit que l’application Φ : Ug ⊗K K[[t]] → U
(
g[[t]]
)
de´finie par Φ(yI) := y
′
I est
un isomorphisme de K[[t]]-modules. Soit πt : Ug ⊗K K[[t]] × Ug ⊗K K[[t]] →
Ug ⊗K K[[t]] la multiplication sur le module Ug ⊗K K[[t]] induite par • et Φ, c.-
a`-d. πt(a, b) := Φ
−1
(
Φ(a) • Φ(b)
)
. La restriction de πt aux e´le´ments de Ug × Ug
de´finit une application K-biline´aire Ug × Ug → Ug ⊗K K[[t]] ⊂ Ug[[t]] que l’on
note aussi par πt, a` savoir πt(u, v) =
∑∞
n=0 t
nπn(u, v) quels que soient u, v ∈ Ug
ou` πn ∈ HomK(Ug⊗Ug,Ug). L’associativite´ de πt sur trois e´le´ments u, v, w ∈ Ug
entraˆıne les e´quations
∑r
s=0
(
πs
(
πr−s(u, v), w
)
− πs
(
u, πr−s(v,w)
))
= 0 quel que
soit r ∈ N. Par conse´quent, πt de´finit une multiplication K[[t]]-biline´aire associative
sur le K[[t]]-module Ug [[t]] (qui contient Ug ⊗K K[[t]] comme sous-module dense
par rapport a` la topologie t-adique) de fac¸on usuelle :
πt
(
∞∑
s
tsus,
∞∑
s′=0
ts
′
vs′
)
:=
∞∑
r=0
tr
∑
s,s′,s′′≥0
s+s′+s′′=r
πs′′(us, vs′)
En particulier, l’application π0 de´finit une multiplication associative sur l’espace
vectoriel Ug, et (Ug [[t]], πt) est une de´formation formelle associative de (Ug, π0).
Pour toutes suites finies croissantes I, J on a π0(yI , yJ) = Φ
−1(y′I • y
′
J)|t=0 : en
‘ordonnant bien’ le produit y′I•y
′
J on obtient des combinaisons line´aires des y
′
K ou` la
suite finie croissante K est de longueur infe´rieure ou e´gale a` la somme des longueurs
de I et de J dont les coefficients ne contiennent que les constantes de structure du
crochet µ0 de l’alge`bre de Lie g car t = 0. Donc π0 est e´gale a` la multiplication
de l’alge`bre enveloppante Ug et (Ug [[t]], πt) est donc une de´formation formelle
associative de l’alge`bre enveloppante Ug. Il s’ensuit que π1 est un 2-cocycle de
Hochschild de Ug, et la restriction de π1 sur X,Y ∈ g ve´rifie
µ1(X,Y ) = π1(X,Y )− π1(Y,X) ∀X,Y ∈ g. (4.1)
car l’alge`bre de Lie (g[[t]], µt) est une sous-alge`bre de Lie de U(g[[t]]) qui, d’apre`s ce
qui pre´ce`de, peut eˆtre conside´re´e comme une sous-alge`bre associative de (Ug [[t]], πt).
La rigidite´ de Ug implique qu’il existe un isomorphisme formel ϕt =
∑∞
r=0 ϕrt
r,
avec ϕ0 = IdUg et ϕn ∈ HomK(Ug,Ug) tel que
ϕt(πt(u, v)) = πt(ϕt(u), ϕt(v)), ∀u, v ∈ Ug,
ce qui est e´quivalent a`
∞∑
r=0
tr
∑
a,b≥0
a+b=r
ϕa(πb(u, v)) =
∞∑
r=0
tr
∑
a,b,c≥0
a+b+c=n
πa(ϕb(u), ϕc(v)) ∀u, v ∈ Ug. (4.2)
Pour r = 1, la relation pre´ce´dente devient
π1(u, v) = (δHϕ1)(u, v) ∀u, v ∈ Ug (4.3)
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ou` δH est l’ope´rateur cobord de Hochschild (voir [27]) par rapport a` la multiplica-
tion π0 de l’alge`bre enveloppante.
Alors les formules (4.1) et (4.3) impliquent
µ1(X,Y ) = (δHϕ1)(X,Y )− (δHϕ1)(Y,X)
= Xϕ1(Y )− ϕ(XY ) + ϕ(X)Y − Y ϕ1(X) + ϕ(Y X)− ϕ(Y )X
= (δCEϕ1)(X,Y ) ∀X,Y ∈ g (4.4)
ou` δCE est l’ope´rateur cobord de Chevalley-Eilenberg (voir [7]).
Par conse´quent µ1 est un cobord de Chevalley-Eilenberg et sa classe est nulle
dans H2CE(g, g), d’ou` une contradiction. ✷
Ce the´ore`me permet de restreindre la recherche d’alge`bres enveloppantes
rigides aux seules alge`bres de Lie rigides. Pour les proprie´te´s et la classifica-
tion des alge`bres de Lie rigides, voir ([6],[4], [24], [1] et [25]).
4.2 Deuxie`me groupe de cohomologie scalaire
Dans ce paragraphe, on e´tablit un crite`re cohomologique qui assure qu’une
alge`bre de Lie n’est pas fortement rigide. Soit
(
g, [ , ]
)
une alge`bre de Lie sur
l’anneau commutatif K. Soit ω ∈ Z2CE(g, K) un 2-cocycle scalaire de g. Soit
gω = g⊕Kc une extension centrale unidimensionnelle de g par rapport a` ω
dont le crochet [ , ]′ est de´fini de la fac¸on usuelle par
[X + ac, Y + bc]′ := [X, Y ] + ω(X, Y )c ∀X, Y ∈ g; a, b ∈ K. (4.5)
The´ore`me 4.2 Soit g une alge`bre de Lie de dimension finie sur le corps K
telle que son deuxie`me groupe de cohomologie scalaire H2CE(g,K) soit non
trivial. Alors, g n’est pas fortement rigide.
De´monstration: Soit ω ∈ Z2CE(g,K) un 2-cocycle de classe non nulle et soit
gtω[[t]] l’extension centrale unidimensionnelle de l’alge`bre de Lie g[[t]] = g⊗KK[[t]]
sur K = K[[t]] par rapport a` tω (voir (4.5)). Dans l’alge`bre enveloppante U(gtω[[t]])
de gtω[[t]] on note la multiplication par • et on conside`re l’ide´al bilate`re I :=
(1−c′)•U(gtω [[t]]) = U(gtω[[t]])•(1−c
′) (ou` c′ de´signe l’image de c dans U
(
gtω[[t]]
)
)
et l’alge`bre quotient Utωg := U(gtω[[t]])/I. Soit e1, . . . , en une base de g sur K.
Alors c, e1, . . . , en est une base de gtω[[t]] sur K[[t]]. Soient y1, . . . , yn les images
des vecteurs de base dans Ug et c′, y′1, . . . , y
′
n les images des vecteurs de base
dans U
(
gtω[[t]]
)
. Pour toute suite finie croissante I = (i1, . . . , ik) d’indices dans
{1, . . . , n} posons yI := yi1 · · · yik dans Ug et y
′
I := y
′
i1
• · · · • y′ik dans U
(
g[[t]]
)
.
D’apre`s le the´ore`me de Poincare´-Birkhoff-Witt (qui s’applique a` la situation ou`
l’alge`bre de Lie est un module libre sur un anneau commutatif, (voir [7, pp. 271]))
les yI forment une base de Ug sur K, et les c
′•i0 • y′I (ou` i0 ∈ N et c
′•i0 := 1)
forment une base de U
(
gtω[[t]]
)
sur K[[t]]. En passant a` l’alge`bre quotient Utωg,
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on voit que c
′•i0 s’identifie a` 1. En notant la multiplication dans Utωg par · et
les images de y′1, . . . , y
′
n par la projection canonique par y
′′
1 , . . . , y
′′
n, on voit que
tout y′I est envoye´ sur y
′′
I := y
′′
i1
· . . . · y′′in . Il s’ensuit que tous les e´le´ments y
′′
I
forment une base de l’alge`bre quotient Utωg. Comme dans la de´monstration du
the´ore`me 4.1 pre´ce´dent, l’application Φ : Ug⊗K K[[t]]→ Utωg donne´e par yI 7→ y′′I
de´finit un isomorphisme de K[[t]]-modules libres. De fac¸on comple`tement analogue
a` celle de la de´monstration pre´ce´dente on montre que la multiplication induite sur
Ug ⊗K K[[t]] par la multiplication · de Utωg et Φ de´finit une suite d’applications
πt =
∑∞
r=0 πrt
r, ou` πr ∈ HomK(Ug ⊗ Ug,Ug) avec les proprie´te´s suivantes : (1.)
πt de´finit une de´formation formelle associative de l’alge`bre associative (Ug, π0),
c.-a`-d. une multiplication K[[t]]-biline´aire sur le K[[t]]-module Ug [[t]] (qui contient
le K[[t]]-module Ug⊗K K[[t]] comme sous-espace dense par rapport a` la topologie
t-adique), et (2.) π0 est la multiplication usuelle de l’alge`bre enveloppante Ug de g.
Par conse´quent, π1 est un 2-cocycle de Hochschild de Ug, et sur tousX,Y ∈ g ⊂ Ug
on a la relation : ω(X,Y )1 = π1(X,Y ) − π1(Y,X) car l’alge`bre de Lie gtω[[t]]
s’injecte dans l’alge`bre quotient Utωg, et donc dans Ug⊗K K[[t]] ⊂ Ug [[t]].
Supposons que Ug soit rigide, donc en particulier, la de´formation πt est triviale.
Alors il existe un 1-cocycle de Hochschild ϕ1 ∈ C
1
H(Ug,Ug) tel que π1 = δH(ϕ1).
Par suite, il vient ∀X,Y ∈ g :
ω(X,Y )1 = π1(X,Y )−π1(Y,X) = δH(ϕ1)(X,Y )−δH(ϕ1)(Y,X) = δCE(ϕ1)(X,Y ).
On en de´duit que ω est un cobord de Chevalley-Eilenberg et sa classe est nulle
dans H2CE(g,K), d’ou` la contradiction. ✷
4.3 Quelques contre-exemples
Soit g une alge`bre de Lie rigide, selon [4], elle se de´compose sous la forme
g = s ⊕ t ⊕ n, ou` s est une sous-alge`bre de Levi, n est le nilradical et t est
un tore (une sous-alge`bre abe´lienne re´ductive) et telle que le radical de g soit
e´gal a` t⊕ n comme espace vectoriel.
On donne ci-apre`s une liste d’alge`bres de Lie satisfaisant le crite`re pre´ce´dent.
Corollaire 4.1 Les alge`bres de Lie suivantes ne sont pas fortement rigides :
1. Toute alge`bre de Lie nilpotente g de dimension strictement supe´rieure
a` un.
2. Toute alge`bre de Lie g = s ⊕ t ⊕ n dont le tore t est de dimension
supe´rieure ou e´gale a` 2. En particulier, les sous-alge`bres de Borel d’une
alge`bre de Lie semi-simple non isomorphe a` sl(2,K) ne sont pas forte-
ment rigides.
3. Les alge`bres de Lie rigides qui sont des produits semi-directs de sl(2,K)
par les sl(2,K)-modules irre´ductibles Kn avec n pair.
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De´monstration: La premie`re assertion est une conse´quence d’un re´sultat clas-
sique de Dixmier concernant les alge`bres de Lie nilpotentes ([14]) :
H2CE(g,K) 6= 0 si dim(g) ≥ 2.
Pour (2) on applique le the´ore`me de Hochschild–Serre et le fait que pour une sous-
alge`bre abe´lienne on ait H2CE(t,K) 6= {0}.
(3) Les sl(2,K)-modules irre´ductibles Kn avec n pair posse`dent une forme symplec-
tique ω invariante par sl(2,K), par suite en appliquant le the´ore`me de factorisation
de Hochschild–Serre on a
H2CE(g,K) ≃H
2
CE(K
n,K)sl(2,K) 6= {0}
puisque ce dernier contient ω. ✷
5 Quantification par de´formation
Dans ce paragraphe, on rappelle la notion de star-produit associe´ a` une
structure de Poisson, ainsi que le the´ore`me de Kontsevitsch qui en assure
l’existence. Le star-produit associe´ a` la structure de Poisson line´aire d’une
alge`bre de Lie servira a` de´former l’alge`bre enveloppante, on parle dans ce cas
de de´formation par quantification.
5.1 Star-produits
Dans la the´orie de quantification par de´formation (voir [3]) on conside`re
des de´formations formelles particulie`res d’une alge`bre associative et commu-
tative :
De´finition 5.1 Soit A = C∞(M) l’alge`bre associative commutative des fonc-
tions C∞ a` valeurs re´elles ou complexes sur une varie´te´ M munie d’une
structure de Poisson P . Le crochet de Poisson sur A qui en re´sulte est note´
{ , }.
Un ∗-produit sur A est une de´formation associative formelle de A
f ∗λ g =
∞∑
r=0
λrBr(f, g)
telle que :
1. Le ∗-produit plonge´ dans l’espace A[[λ]] des se´ries formelles en λ a`
coefficients dans A est associative, c’est a` dire :
∀r ∈ N,
r∑
i=0
(Bi(Br−i(f, g), h)− (Bi(f, Br−i(g, h))) = 0.
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2. B0(f, g) = fg (la multiplication point par point).
3. B1(f, g)− B1(g, f) = {f, g} et Br(f, g) = (−1)
rBr(g, f).
4. Br(f, 1) = Br(1, f) = 0 ∀r > 0
5. Les Br sont biline´aires.
La condition 3 implique que [f, g] := 1
2λ
(f ∗λ g − g ∗λ f) est une de´for-
mation de la structure de Lie { , }.
5.2 La formule de Kontsevitch
Dans le domaine des star-produits, le re´sultat le plus spectaculaire fut
donne´ par Kontsevitch en 1997, (voir [32]) :
SoitM une varie´te´ de Poisson. Soient (x1, . . . , xn) des coordonne´es locales
sur M . On pose A = C∞(M).
Soit P = 1
2
∑
P a,b∂a ∧ ∂b (avec ∂i la de´rive´e partielle
∂
∂xi
, i = a, b) un
bivecteur de Poisson sur M .
The´ore`me 5.1 (M.Kontsevitch 1997) Il existe un star-produit sur toute
varie´te´ de Poisson (M,P ).
Pour la varie´te´ de Poisson (Rn, 1
2
∑n
a,b=1 P
ab∂a ∧ ∂b) Kontsevitch utilise
l’Ansatz suivant pour l’ope´rateur bidiffe´rentiel Br du star-produit : soient
f, g ∈ C∞(Rn), 2r = n1 + · · ·+ nr +M +N une partition de l’entier positif
2r en somme d’entiers positifs et soit σ une permutation de {1, 2, . . . , 2r}.
On note le couple
(
(n1, . . . , nr,M,N), σ
)
par Γr, et on de´finit l’ope´rateur
bidiffe´rentiel par
BΓr(f, g) :=
n∑
a1,...,a2r=1
(
∂n1P aσ(1)aσ(2)
∂xa1 · · ·∂xan1
· · ·
∂nrP aσ(2r−1)aσ(2r)
∂xan1+···+nr−1+1 · · ·∂xan1+···+nr
∂Mf
∂xan1+···+nr+1 · · ·∂xan1+···+nr+M
∂Ng
∂xan1+···+nr+M+1 · · ·∂xa2r
)
.
(5.1)
L’ope´rateur Br s’obtient comme une combinaison line´aire particulie`re d’ope´-
rateurs du type pre´ce´dent parame´tre´e par tous les couples Γr possibles. Kont-
sevitch repre´sente les Γr par des graphes a` r + 2 sommets (correspondant a`
r structures de Poisson et a` deux fonctions) et 2r arreˆtes (correspondant
a` 2r de´rive´es partielles) dans le demi-plan supe´rieur, et les coefficients wΓr
re´els de la combinaison line´aire s’obtiennent par une inte´gration lie´e a` l’image
ge´ome´trique du graphe, (voir [32] ou [2] pour des de´tails). Dans le cas simple
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ou` Γr = (0, . . . , 0,M = r,N = r, σ), σ(2k − 1) := k, σ(2k) = r + k quel que
soit 1 ≤ k ≤ r le coeficient wΓr =
1
r!
. Donc le star-produit de Kontsevitch ⋆K
s’e´crit de la manie`re suivante :
⋆K :=
∞∑
r=0
λrBr :=
∞∑
r=0
λr
∑
Γr
wΓrBΓr . (5.2)
La formule de Kontsevitch s’e´tend facilement aux structures de Poisson
complexes (qui sont des sections dans le fibre´ de bivecteurs complexifie´), et
on voit aise´ment que si R2n ∼= Cn et f, g et P sont holomorphes, alors f ⋆ g
sera holomorphe. De plus, si f, g et P sont des applications polynoˆmiales
complexes, alors il en est de meˆme pour le star-produit de Kontsevitch f ⋆ g.
Finalement, si la structure de Poisson P elle-meˆme est une se´rie formelle P =∑∞
s=0 t
sPs ou` tous les Ps sont des champs de bivecteurs tels que [P, P ] = 0,
la formule de Kontsevitch donne une de´formation de la varie´te´ de Poisson
(Rn, P0) a` deux parame`tres λ et t.
5.3 L’alge`bre enveloppante Ug a` la Kontsevitch
Soit (g, [ , ]) une alge`bre de Lie de dimension finie sur C et g∗ son dual
alge´brique. L’alge`bre syme´trique Sg est identifie´e a` l’alge`bre des fonctions
polynoˆmes sur g∗. Soient (ei)i=1...n une base de g, et (e
i)i=1...n sa base duale
et x =
∑n
i=1 xie
i ∈ g∗. Soit P0 ∈ Sg ⊗ Λ
2g∗ la structure de Poisson line´aire
(2.16) provenant du crochet de Lie de g.
Il y a un star-produit ⋆G assez naturel sur (g
∗, P0), duˆ a` Simone Gutt [26] :
pour tout ξ ∈ g soit eξ : g
∗ → C la fonction exponentielle eξ(x) := e
〈x,ξ〉 ; et
pour tous ξ, η ∈ g on de´finit :
eξ ⋆G eη := eH(ξ,η) (5.3)
ou` H(ξ, η) ∈ g[[λ]] est la se´rie de Baker-Campbell-Hausdorff,
H(ξ, η) := ξ + η
+
∞∑
n=1
(−1)n
n + 1
∑
k1,...,kn≥0
l1,...,ln≥0
ki+li≥1
λ
∑n
i=1 ki+li
(
ad(ξ)
)k1(ad(η))l1 · · · (ad(ξ))kn(ad(η))ln
(k1 + · · ·+ kn + 1)k1! · · ·kn!l1! · · · ln!
ξ
(5.4)
Ce star-produit a les proprie´te´s suivantes :
Proposition 5.1 (S.Gutt 1983) Quels que soient les polynoˆmes f, g de Sg
le star-produit f ⋆G g est un polynoˆme en λ et pour λ = 1 on a
f ⋆G1 g := f ⋆G g|λ=1 = ω
−1 (ω(f)ω(g))
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ou` ω est l’isomorphisme line´aire de syme´trisation entre Sg et Ug (2.2). En
particulier, l’alge`bre associative (Sg, ⋆G1) est isomorphe a` l’alge`bre envelop-
pante Ug.
De´monstration: La de´monstration se de´duit de la formule (4.2) dans [26], p.256.
✷
Il s’ave`re que le star-produit de Gutt est en ge´ne´ral diffe´rent de celui de
Kontsevitch. G.Dito a fait la comparaison :
Proposition 5.2 (G.Dito 1999) Soit ⋆K le star-produit de Kontsevitch (5.2)
pour la varie´te´ de Poisson (g∗, P0).
Alors B2(f, g) = B2(g, f) quels que soient f, g ∈ A et
ξ ⋆K η − η ⋆K ξ = λ[ξ, η] ∀ξ, η ∈ g ∼= g
∗∗ ⊂ A. (5.5)
En outre, il existe une e´quivalence ρ entre ⋆G et ⋆K (c.-a`-d. ρ(f ⋆G g) =
ρ(f) ⋆K ρ(g) ∀f, g ∈ A) qui est de la forme
ρ = exp
(∑
r≥2
λrarDr
)
(5.6)
ou` ar ∈ C et Dr est un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre r a` coefficients constants
qui contient r de´rive´es partielles.
De´monstration: Ces e´nonce´s sont tous de´montre´s dans l’article de Dito [13]. ✷
On a le corollaire suivant :
Corollaire 5.1 Soient f, g ∈ Sg. Alors le star-produit f⋆Kg est un polynoˆme
en λ et pour λ = 1 on obtient donc une multiplication associative ⋆K1 sur Sg
de´finie par
f ⋆K1 g := (f ⋆K g) |λ=1. (5.7)
L’alge`bre associative (Sg, ⋆K1) est isomorphe a` l’alge`bre enveloppante Ug de
g.
De´monstration: Soient δ1 et δ2 les degre´s des polynoˆmes f et g. L’ope´rateur
bidiffe´rentiel Br contient r fois la structure de Poisson line´aire P0 et 2r de´rive´es
partielles. Donc il restent toujours au moins r de´rive´es qui sont distribue´es sur
f et g. Il s’ensuit que Br(f, g) = 0 si r > δ1 + δ2, d’ou` la convergence du star-
produit ⋆K sur les polynoˆmes. On de´duit de la formule (5.6) de Dito que l’ope´rateur
diffe´rentiel ρr dans ρ =
∑∞
r=0 λ
rρr contient exactement r de´rive´es partielles : alors
ρ converge aussi sur tout polynoˆme f et de´finit ainsi une bijection C-line´aire ρ(1) :
Sg → Sg par ρ(1)(f) := ρ(f)|λ=1. D’apre`s la proposition 5.2 de Dito ρ(1) de´finit
un isomophisme d’alge`bres associatives (Sg, ⋆G1)→ (Sg, ⋆K1). Alors (Sg, ⋆K1) est
isomorphe a` l’alge`bre enveloppante graˆce a` la proposition 5.1 de Gutt. ✷
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6 De´formations des alge`bres enveloppantes par
quantification
Dans ce paragraphe on va e´tudier les de´formations de l’alge`bre envelop-
pante Ug d’une alge`bre de Lie complexe (g, [ , ]) qui s’obtiennent a` l’aide
d’une de´formation polynoˆmiale Pt de la structure de Poisson line´aire P0 (2.16)
sur l’alge`bre syme´trique Sg :
6.1 Le the´ore`me
The´ore`me 6.1 Soient (g, [ , ]) une alge`bre de Lie de dimension finie n sur
C, g∗ son dual alge´brique, Sg l’alge`bre des fonctions polynoˆmiales sur g∗, Ug
l’alge`bre enveloppante de g et P0 le champ de bivecteurs de la structure de
Poisson line´aire (2.16) sur g∗.
On suppose qu’il existe une suite (Pa)a∈N de bivecteurs polynoˆmiaux (Pa ∈
Sg ⊗ ∧2g∗) tels que tous les crochets de Schouten
∑
i+j=a[Pi, Pj]s = 0 quels
que soient a ∈ N et P1 n’est pas cohomologue a` 0.
Alors Pt =
∑
a≥0 t
aPa est une de´formation non triviale de la structure de
Poisson P0 et elle induit une de´formation non triviale de l’alge`bre envelop-
pante Ug par la formule de Kontsevitch. En particulier, l’alge`bre de Lie g
n’est pas fortement rigide.
De´monstration: On conside`re la de´formation ⋆ˆK de l’alge`bre syme´trique Sg[[t]]
induite par les formules de Kontsevitch (5.1) et (5.2) pour la structure de Pois-
son formelle Pt. Alors pour tout entier positif r, les ope´rateurs bidiffe´rentiels de
Kontsevitch (5.1) sont des se´ries formelles en t :
BΓr(f, g) =
∑
k≥0
tkBk,Γr
avec
Bk,Γr(f, g) :=
∑
b1,...,br≥0
b1+...+br=k
n∑
a1,...,a2r=1
(
∂n1P
aσ(1)aσ(2)
b1
∂xa1 · · · ∂xan1
· · ·
∂nrP
aσ(2r−1)aσ(2r)
br
∂xan1+···+nr−1+1 · · · ∂xan1+···+nr
∂Mf
∂xan1+···+nr+1 · · · ∂xan1+···+nr+M
∂Ng
∂xan1+···+nr+M+1 · · · ∂xa2r
)
.
(6.1)
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On pose Br,k(f, g) :=
∑
Γr
wΓrBk,Γr(f, g), et le star-produit de f et de g est de la
forme suivante :
f ⋆ˆKg =
∑
r,k≥0
λrtkBr,k(f, g),
et induit donc une de´formation a` deux parame`tres λ et t de l’alge`bre syme´trique
Sg.
On va montrer que cette de´formation est convergente en λ sur les polynoˆmes :
soient f et g deux polynoˆmes dans Sg tels que f est homoge`ne de degre´ δ1 et g
est homoge`ne de degre´ δ2. On fixe r et k. Alors le coefficient en t
k de BΓr(f, g),
Bk,Γr(f, g) consiste en r−k copies de la structure de Poisson line´aire P0 et k copies
des autres bivecteurs Pbi ∈ Sg⊗Λ
2g∗ ou` 1 ≤ bi ≤ k quel que soit bi. Alors pour k
fixe´ il n’y a qu’un nombre fini Nk des bivecteurs Pbi pour lesquels bi ≥ 1. Soit d le
maximum des degre´s de P0 et de ces autres bivecteurs. D’apre`s la formule (6.1),
le degre´ polynoˆmial δ de Bk,Γr(f, g) est majore´ de la manie`re suivante :
δ ≤ (r − k)1 + dk + δ1 + δ2 − 2r = (d− 1)k + δ1 + δ2 − r
Par conse´quent, Bk,Γr(f, g) = 0 si r ≥ (d − 1)k + δ1 + δ2 + 1. Il s’ensuit que
cette de´formation est convergente en λ sur les polynoˆmes f, g. On peut donc fixer
λ = 1, et on obtient une multiplication associative ⋆ˆK1 a` un seul parame`tre t sur
Sg[[t]]. Pour k = 0, la formule (6.1) ne contient que la structure de Poisson line´aire
P0 : alors la multiplication ⋆ˆK1 est une de´formation formelle associative (en t) de
la multiplication ⋆K1 (voir (5.7)) sur Sg. Puisque l’alge`bre associative complexe
(Sg, ⋆K1) est isomorphe a` l’alge`bre enveloppante Ug d’apre`s le corollaire 5.1, on a
donc construit une de´formation formelle associative µt =
∑∞
r=0 t
rµr de l’alge`bre
enveloppante Ug.
Supposons maintenant que µt soit triviale : alors il existerait une se´rie St :=
1 +
∑∞
r=1 t
rSt ou` Sr ∈ HomC(Ug,Ug) telle que St
(
µt(f, g)
)
= µ0
(
St(f), St(g)
)
quels que soient f, g ∈ Ug[[t]]. En particulier, pour r = 1 et f = ξ, g = η avec
ξ, η ∈ g on aurait
µ1(ξ, η) = −S1
(
µ0(ξ, η
)
+ µ0
(
S1(ξ), η
)
+ µ0
(
ξ, S1(η)
)
,
alors, graˆce a` (5.5) :
µ−1 (ξ, η) := µ1(ξ, η) − µ1(η, ξ)
= −S1[ξ, η] + S1(ξ) ⋆K1 η − η ⋆K1 S1(ξ)− S1(η) ⋆K1 ξ + ξ ⋆K1 S1(η).
Puisque la transformation d’e´quivalence de Dito (5.6) en λ = 1, ρ(1), donne
ρ(1)(ξ) = ξ quel que soit ξ ∈ g on obtient
ρ−1(1)
(
µ−1 (ξ, η)
)
= −ρ−1(1)
(
S1[ξ, η]
)
+ ρ−1(1)
(
S1(ξ)
)
⋆G1 η − η ⋆K1 ρ
−1
(1)
(
S1(ξ)
)
−ρ−1(1)
(
S1(η)
)
⋆K1 ξ + ξ ⋆K1 ρ
−1
(1)
(
S1(η)
)
= −ρ−1(1)
(
S1[ξ, η]
)
+ [ρ−1(1)
(
S1(ξ)
)
, η]− [ρ−1(1)
(
S1(η)
)
, ξ]
=
(
δCE(ρ
−1
(1) ◦ S1)
)
(ξ, η)
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car le star-produit de Gutt ⋆G1 est isomorphe a` la multiplication associative sur
Sg obtenue a` l’aide de l’isomorphisme ω (2.2) qui est un morphisme de g-modules.
Le terme µ1 est une somme d’ope´rateurs bidiffe´rentiels du type Bk,Γr+1(ξ, η) (6.1)
avec k = 1. Cet ope´rateur contient r fois la structure de Poisson line´aire P0 et une
fois le champs de bivecteurs P1. Si ǫ est le degre´ maximal de µ1|g×g, alors le degre´
de Bk,Γr+1(ξ, η) est infe´rieur ou e´gal a` ǫ−r, donc il est maximal pour r = 0. Dans ce
cas, la composante de degre´ ǫ de Bk,Γr+1(ξ, η) est proportionnelle a` P1(ξ, η) avec un
poids non nul. En conside´rant la composante de degre´ ǫ dans l’e´quation pre´ce´dente
et en notant que ρ(1) ne change pas la composante du plus haut degre´, on voit que
P1 est un 2-cobord de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg, contrairement a`
l’hypothe`se. Alors la de´formation de l’alge`bre enveloppante est non triviale. ✷
Remarque 6.1 Les deux the´ore`mes 4.1 et 4.2 peuvent se de´duire e´galement
du the´ore`me 6.1.
6.2 Applications
On montre que les alge`bres de Lie rigides t1⊕n5,6 et sl(2,C)⊕n3 ne sont
pas fortement rigides en appliquant le the´ore`me 6.1.
6.2.1 Alge`bre de Lie re´soluble t1 ⊕ n5,6
On conside`re l’alge`bre de Lie re´soluble rigide t1 ⊕ n5,6 de dimension 6,
de´finie relativement a` la base {X0, X1, X2, X3, X4, X5} par
[X0, Xi] = iXi i = 1, · · · , 5 (6.2)
[X1, Xi] = Xi+1 i = 2, 3, 4 (6.3)
[X2, X3] = X5 (6.4)
les autres crochets e´tant nuls ou de´duits des pre´ce´dents par antisyme´trie.
Proposition 6.1 Soit P ∈ Sg⊗∧2g∗ de´fini par (α, β, γ ∈ C3 \ {(0, 0, 0)}) :
P1 = βX
2
2
∂
∂X1
∧
∂
∂X3
+γ(−X2X3
∂
∂X1
∧
∂
∂X4
+X2X5
∂
∂X3
∧
∂
∂X4
) + αX1X5
∂
∂X2
∧
∂
∂X4
(6.5)
Alors [P, P ]s = 0 = [P0, P ]s et P n’est pas cohomologue a` 0. En particulier g
n’est pas fortement rigide.
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De´monstration: Un calcul direct montre que [P,P ]s = 0 = [P0, P ]s.
Soit S2g l’espace des polynoˆmes quadratiques (de degre´ 2) de variables X0, X1,
X2, X3, X4, X5. On de´termine l’espace des 2-cochaines quadratiques S
2g ⊗ ∧2g∗
et l’espace des 1-cochaines quadratiques S2g⊗ g∗. On montre qu’il n’existe aucun
e´le´ment A de S2g⊗g∗ tel que dCEA = P . Alors g n’est pas fortement rigide d’apre`s
le the´ore`me 6.1. ✷
6.2.2 Produit semi-direct de sl(2,C) par n3
On conside`re l’alge`bre de Lie parfaite rigide g = sl(2,C) ⊕ n3 produit
semi-direct de sl(2,C) par n3, l’alge`bre de Heisenberg.
Soient h, e, f la base de sl(2,C) et p, q, z la base de l’alge`bre de Heisenberg
n3 ve´rifiant les relations suivantes :
[h, e] = 2e , [h, f ] = −2f , [e, f ] = h ,
[q, p] = z , [h, q] = q , [h, p] = −p ,
[e, p] = q , [f, q] = p
les autres crochets e´tant nuls ou de´duits des pre´ce´dents par antisyme´trie.
L’action induite de sl(2,C) sur n∗3 a` l’aide de la base duale p
∗, q∗, z∗ de
p, q, z :
h · q∗ = −q∗, h · p∗ = p∗, e · q∗ = −p∗, f · p∗ = −q∗
les autres actions e´tant nulles. En appliquant le the´ore`me de factorisation de
Hochschild-Serre on a :
H2CE(g,Sg) ≃ H
2
CE(n3,Sg)
sl(2,C)
Lemme 6.1 Soit Φ ∈ Sg ⊗ g∗ (1-cocycle) avec Φ = g1q
∗ + g2q
∗ + g3z
∗, et
gi ∈ Sg on a
δCE(z
∗) = −q∗ ∧ p∗ (6.6)
δCE(Φ) = ([q, g2]− [p, g1]− g3) · q
∗ ∧ p∗ + [q, g3] · q
∗ ∧ z∗ + [p, g3] · p
∗ ∧ z∗
(6.7)
Lemme 6.2 Le sous-espace vectoriel F de S2g de´fini par
F = {g3 ∈ S
2g : [q, g3] = [p, g3] = 0}
est engendre´ par z2, q2 − 2ez, pq + hz, et p2 + 2fz. On a F ⊂ Sn3 avec Sn3
l’ide´al de Sg engendre´ par n3.
25
Proposition 6.2 Soit P ∈ Sg⊗ ∧2n∗3 de´fini par
P := C q∗ ∧ p∗ avec C := h2 + 4ef.
C est l’e´le´ment de Casimir quadratique de Ssl(2,C).
Alors P est sl(2,C)-invariant, [P, P ] = 0 = [P0, P ] et P n’est pas cohomo-
logue a` 0 dans H2CE(n3,Sg)
sl(2,C). En particulier, g n’est pas fortement rigide.
De´monstration: On ve´rifie facilement que P est sl(2,C)-invariant, et [P,P ] =
0 = [P0, P ]. On suppose qu’il existe un Φ = g1q
∗ + g2q
∗ + g3z
∗ ∈ S2g⊗ g∗ tel que
dCE(Φ) = ([q, g2]− [p, g1]− g3) q
∗ ∧ p∗+ [q, g3] q
∗ ∧ z∗ + [p, g3] p
∗ ∧ z∗ = C q∗ ∧ p∗
d’apre`s le lemme 6.1. Puisque q∗ ∧ p∗, q∗ ∧ z∗ ,q∗ ∧ p∗ forment une base de ∧2n∗3,
on a g3 ∈ F ⊂ Sn d’apre`s le lemme 6.2. Or [q, g2], [p, g1] ∈ Sn et par suite C =
([q, g2]− [p, g1]− g3) ∈ Sn, d’ou` une contradiction.
Alors P n’est pas cohomologue a` 0 dans H2CE(n3,Sg)
sl(2,C) et g n’est pas forte-
ment rigide d’apre`s le the´ore`me 6.1. ✷
6.3 Classification des alge`bres fortement rigides de di-
mension infe´rieure a` six
On utilise la classification des alge`bres de Lie rigides de dimension infe´rieure
a` sept, donne´e par Carles et Diakite´ [5] [6] et les re´sultats pre´ce´dents pour
classifier les alge`bres de Lie fortement rigides.
The´ore`me 6.2 Toute alge`bre de Lie fortement rigide de dimension n ≤ 6
est isomorphe a` l’une des alge`bres de Lie suivantes :
{0}, K, r2, sl(2,K), gl(2,K), sl(2,K)× r2,
sl(2,K)× sl(2,K), gl(2,K)×K2.
7 Line´arisation des structures de Poisson
Ce proble`me a e´te´ pose´ par Weinstein [42, pp. 537] : Etant donne´ une
varie´te´ de Poisson (M,P ) dont la structure de Poisson P s’annule en un
point x0 ∈M , il s’agit de voir si il existe un diffe´omorphisme (C
∞ ou formel)
tel que P soit isomorphe a` sa partie d’ordre 1 en x0, P0 (voir [9], [10], [43],
[18] et [35] pour des re´sultats dans ce domaine). D’un point de vue formel
c.a`.d. quand on remplace P par sa se´rie de Taylor autour x0 on ne conside`re
que des de´formations formelles de P0 qui sont au moins quadratiques. La
line´arisabilite´ de l’alge`bre de Lie gl(m,K)×Km qui est fortement rigide, voir
le the´ore`me 3.3, a e´te´ obtenue a` l’aide d’une de´monstration ge´ome´trique par
Dufour et Zung, voir [19].
Du theore`me 6.1, on de´duit le re´sultat suivant :
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The´ore`me 7.1 Toute structure de Poisson dont la partie line´aire correspond
a` une alge`bre de Lie fortement rigide est formellement line´arisable.
La re´ciproque de ce the´ore`me n’est pas vraie en ge´ne´ral : pour l’alge`bre de
Lie g somme semi-directe K×K2, ou` la sous-alge`bre K agit sur le nilradical
abe´lien K2 par des multiples de l’identite´, on a que le deuxie`me groupe de
cohomologie H2CE(g,
⊕∞
i=0,i 6=1 S
ig) s’annule, alors elle est line´arisable (voir
[18]), mais g n’est pas rigide en tant qu’alge`bre de Lie, car on peut aise´ment
remplacer l’action de K sur K2 par une autre action line´aire. Donc g n’est
pas fortement rigide.
Remarque 7.1 La structure de Poisson P0 + P1 de´finie dans (6.5) de la
proposition 6.1 n’est pas formellement line´arisable parce qu’elle admet P1
comme de´formation quadratique non triviale.
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